Paraméteres és Osszetett egyenlétlenségek 279

1462. a)Minden valds szam.
b) Nincs ilyen valds szam.
¢)c <2 vagyc >3;
d)d <2 vagyd=5.

1
1463. a) Az els6 egyenlbtlenségbdl: m <— 3 vagym > 2.

A masodik egyenl6tlenségbdl: Nincs ilyen valos szam. Tehét az egyenl6tlenség-

rendszernek nincs megoldasa.

4 10
b) Az els6 egyenl6tlenségbol 3 <n< 3

A masodik egyenlStlenségbdl: Minden valds szammegoldas. Tehét az egyen-

4 10
16tlenségrendszer megoldasa: 3 <n< ES

1464. a)1 <m <2 vagym >3;
b)2 <n <3 vagyn>5;

c)m<—4—ﬁvagy—4+ﬁ<m<1;
d)n>4.

1465. a) p<—3 vagyp>1;
b)g<—4,q#—-6,9>6;

c)1 <r<5, vagy r>2;

d)—2<s<6—/§vagy5 <s<6+/§.

Paraméteres és dsszetett egyenlétlenségek

1466. a)Ha m = 1, akkor minden val6s szam megoldés, ha x#— 1.

Ha m <1, akkorx<—1—-/1—-m vagyx>—1+,/1-m,

ha m > 1, akkor minden val6s szdm megfelel.

2 5—/25+4m 5+,/25+4m
b)Ha m >— —, akkor ———————— <x < —————.
315 2 2
Ham< - T akkor nincs valés megoldas.

4
c)Ham< — 3 vagy m = 2, akkor minden valds szam megoldas.

4
Ha —g<m<2, akkorx5—3—1/—5m2+6m+8, vagy x=—3+

+/=5m*+6m+8.
d)Ha m=11, akkor -1 - /11 - m <x<-1+ /11 —m,

ha m < 11, akkor nincs val6s megoldas.
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5
1467.Ha m = 0, akkor az els6fokt egyenlet megoldasai: x < o

5
Ham<0és D=144+20m <0, azaz m< — 7,2, akkor Vx € R, x;ég.

Ha m>0¢és D =<0, azaz m = — 7,2, akkor nincs valdés megoldas.

o . -6—.,/36+5m
Ha m >0, akkor a diszkriminans pozitv, igy <x<
m
-6+ /36 +5m
< .
m
1468.Ha m = — 3, akkor els6foku az egyenl6tlenség, végtelen sok megoldas van.

Ha m <— 3, akkor mindig van megoldas, mivel a bal oldal fiiggvénye konkav
parabola.
Ha m >— 3, akkor D <0 esetén nem lenne val6s megoldas.

73
D=25+16 (m +3)<0, ham<~— 6 Ez ellentmondasra vezet, igy az

egyenl6tlenségnek mindig van valés megoldasa.

1469. Az allitas akkor igaz minden x-re, ha a bal oldal diszkriminénsa negativ.
D=4(m+ 1)2— 4(9m—5)=4(m—1)(m—6) <0 teljesiil ha 1 <m <6.
1470.A bal oldal diszkriminansa: D = (m + 2)2— 4(8m+1)=m(m—28).

Ha D <0 azaz 0 <m <28, akkor minden x € R megoldas.
Ha D=0 azaz m =0, m= 28, akkor Vxe R, de x#— 1, — 15.

—m—2— [m(m—28)
2

Ha D >0, azaz m <0 vagy m > 28 akkor x <

—-m—2+ [m(m—28)

2
1471. A bal oldal diszkriminansa D = — 8m>— 8m + 16.

vagy

x>

3
Ha m =—1, akkor 4x — 6 <0, azaz x<5.

Ha m>-—1, akkor az egyenlGtlenség teljesiiléséhez D >0 sziikséges. Ez

-2<m<l1, de m>-—1 miatt: —1<m<1 esetén igaz, ekkor
m—1—1/—2m2—2m+4 m—1+1/—2m2—2m+4
x< vagy x < .
m+1 m+1

Ha m <~ 1, akkor az egyenlGtlenség minden valds x szamra teljesiil, feltéve ha
a diszkriminans negativ.

D <0, azaz: m <— 2, vagy m > 1, Osszevetve a feltétellel m <— 2.

1472. Vizsgaljuk a bal oldal diszkriminansat!

D =— 8m*— 56m + 64

(@) D=0,ham=1vagy m-8.

(b) D <0,ham<—8vagy m>1.

(¢) D>0,ha-8<m<1.
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I. Ha m*+4m—5=0, akkor az egyenl&tlenség elsfoki. Ez teljesiil, ha m=1,
3
ekkor x < T illetve ha m =— 5, ekkor x >— 3

II. A f8egyiitthatd pozitiv ha m <— 35, vagy m > 1.

(1) Ha D <0, akkor Vx € R esetén teljesiil az egyenlGtlenség. m <— 8 vagy
m>1.

(2) Ha D =0, akkor Osszevetve a feltétellel m = — 8 esetén Vx € R megol-
das.

2m+2 — |/~ 8m*— S6m + 64

(3) Ha D>0, akkor —8<m<—15 esetén x <
2(m*+ 4m = 5)

2

2m+2+ /- 8mP— 56m + 64
2 (m2 +4m — 5)
III. Ha a fGegyiitthat6 negativ, azaz —5 <m < 1, akkor:

vagy x >

2m+2 — /—8m*— S6m + 64 2+ 2+ /= 8m?— S6m + 64
<x<

2<m2+4m—5) 2<m2+4m—5>

1473. A téglalap oldalai: a; b. k =40cm, b = 20 — a. Maximalis a teriilet, ha
a (20 — a) maximalis.
Teljes négyzetté alakitas utan: a = 10 cm. Ekkor a négyszog négyzet, teriilete
100 cm?.
a (20 — a)> 50 egyenlGtlenség megoldasa: 10 — 5 /5 <a<1l0+5 ﬁ Ennek
alapjan b értéke egyértelmiien meghatarozhaté minden adott a esetén.
1474. k(1000) = 25725000 Ft, b(1000) = 19446250 Ft,

k (2000) = 51400000 Ft b (2000) = 94456250 Ft.
AKkkor lesz nyereséges a termék gyartdsa, ha a b (x)> k (x), azaz
25x%— 5500x — 43750 > 25675x + 50 000;
megoldasa x <—3 Vx> 1250.
A termék gyartasa nyereséget hoz, ha 1250 db-nal tobbet gyartanak.
1475. A kétjegyli szam tizes helyiértékén x, egyes helyiértékén x + 3 szdm van
x & N. Igy a kétjegy(i szam: 11x + 3
26 <1lx+ 3 <49 = x = 3,4. A kétjegyl szam tehat a 36, illetve a 47.
1476. A haj6 altal megtett ut: s, = 20 + 4¢.

3 a
A motorcsonak altal megtett tt: s,,= B tls= B t* segitségével

Sy > Sy,
3, )
Et > 20 + 4t megoldasa: ¢ > 5,22 s.

A motorcsénak elinduldsa utan 5,22 s elteltével a motorcsdnak altal megtett ut
tobb, mint a hajo altal megtett ut.
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1477. Mivel mindkét kifejezés diszkrimindnsa negativ, ezért minden egész
szam megoldas.

Az €lsd tényez6 minden valos x-re pozitiv, a masodik x = 5-re nulla, kiillonben
pozitiv. Igy a megoldas: x = 5.

1478. A kett6s egyenlStlenség mindharom tagja pozitiv, igy elég megmutatni
a négyzetre emeléssel ad6do egyenlStlenségek helyes voltat. Pitagorasz tételét
is felhasznalva az els§ egyenlGtlenség jobb és bal oldalanak négyzetének
kiilonbsége:

2

x2+xy+y—

e (x2+y2) = %(4}5— 3y) >0, mivel x>y.

Hasonl6an a masodik egyenl6tlenségbdl:

64 y2
2 2\ _ 2 =
(x +y) T R A b

1 22+ 16(x— 2y)2 >0, igy a masodik rész is

igaz.

1479. Tegyiik fel, hogy Iétezik a feltételt kielégitd p szam és x, y szamokra tel-
jesiil az egyenl6tlenség. Ekkor y helyére (p —x)-et irva:

5x*—4(2p+3)x+4 (p2+ 2p + 1) < 0 egyenlStlenségnek van megoldasa x-re.
Ebbdl a diszkriminanst vizsgalva p-re: —p*+2p+4=>0, azaz
1-/5<p<i+/5.

A p-re kapott egyenlGtlenséget kielégitd barmely valos szdm esetén van olyan
X szam, melyre igaz a paraméteres, x-ben masodfokua egyenl6tlenség. Egy ilyen
x és p szampar viszont eleget tesz az eredeti egyenlStlenségnek is. Tehat a fela-

dat feltételeit kielégits p szamok és csak ezek az 1 — /5 <p <1+ /5.
1480. (1)-nek két kiilonbozd gydke van, ha diszkriminansa pozitiv, azaz ha
(t+ 1)2> 0, masrészt a Viete-formulak alapjan, 1évén a gyokok szorzata 1, igy
a gyokok Osszegének pozitivnak kell lenniiik, azaz (t + 1) < 0. A feltételekbdl
kapjuk, hogy r <— 3.

A (2) allitasban szerepl6 egyenl6tlenséget irjuk mas alakban:

(20— 1)+ (¢ +2) x> 0. Ez teljesiil, ha 1> — 2.

Osszegezve: t<-3 esetén (1) igaz, (2) hamis
—3<t<-2 esetén (1) hamis, (2) hamis
t=-2 esetén (1) hamis (2) igaz.

Igy a keresett ¢ értékek azok, amelyekre: t <— 3 vagy ¢t > — 2.

1481. Egy rogzitett p érték esetén a) vagy b) feltétel csak akkor teljestilhet
minden x-re, ha K minden x-re értelmezhet6, és értéke sehol sem nulla. Ez
pedig akkor kovetkezik be, ha K-nak sem a szdmlal6ja, sem a nevezGje nem
nulla, vagyis a szamlald és a nevezd — és ezzel egyiitt K is — allandé eldjeld.
Ezért mindkét kifejezés diszkrimindnsdnak negativnak kell lennie. Tehat:
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D= (p+6) (100 - 4p?) <0;

D,=(p—6)(100 - 4p*) <0.

A két feltételt Osszesitve: | p|#6 és | p|>5.

Ha tehat a p-re kapott feltételek teljesiilnek, akkor és csak akkor, K értéke vagy
pozitiv minden x-re, vagy negativ. Azt, hogy a p-re kapott értékek koziil
melyekre lesz K értéke pozitiy, illetve negativ, tgy allapithatjuk meg, hogy meg-
nézziik K eldjelét egy tetszOleges x helyen. Legyen példaul x = 0, ekkor

_(p+4)(p+06) DR .
K=———"—-". KelGjelét 0sszevetve p lehetséges értékeivel kapjuk, hogy
(p=6)(p+3)
a) K pontosan akkor pozitiv minden x-re, ha | p|> 6
b) K pontosan akkor negativ minden x-re, ha 5 <| p|<6.

1482. Az f(x) fuggvény grafikonja egy lefelé nyitott parabola ive, a teljes pa-
rabola, z€érushelyei: x,= 0, x,= 2p. Tengelypontja T’ [ )2 g} pont. Az értelme-
zési tartomanyon a parabola egy ivét kapjuk, melynek végpontjai: (0; 0), illetve
4 4p*-38
p P

1. eset: ha a vizsgalt iv tartalmazza a tengelypontot. Ekkor f(x) legnagyobb

a pontok. Két esetet kiillonboztetiink meg:

értéke nyilvan g Ez akkor 4ll fenn, ha 0 <p < 2. Ebben az esetben f(x) nem

vehet fel 1-nél nagyobb értéket.
2. eset: ha f(x) grafikonja a parabola tengelypontjat nem tartalmazza, akkor az

f(x) figgvény novekvs, ezért x = —-nél veszi fel a legnagyobb értékét, amely
p

p*-8 A : 4p*-8
;- Mindez p >2 esetén kovetkezik be. Lehet-¢ ekkor 3
P P

p’—4p*+ 8 <0, vagyis (p — 2)(p2— 2p — 4) < 0. Az egyenl6tlenség pontosan
akkor teljesiil, ha 1 — /5 <p <1+ /5. Osszevetve a p >2 feltétellel tehat

f(x) akkor és csak akkor vehet fel 1-nél nagyobb értéket, ha 2 <p <1 + /g .

1483. Mivel x és y n-jegy(i szdmok, ezért: 10" '<x < 10" és 10" '<y < 10".
3 2

Amisik feltételbdl: (10"1) <y*=x*<(10") , azaz 10™*< 10, akkor és csak

akkor, ha n <3. Az x =y =n =1 trividlis megoldastdl kiilonb6z6t kaphatunk,

han=1,vagyn=2¢ x=>2,y=>2.

A szamelmélet alaptétele értelmében, ha y>2 és y* négyzetszam, akkor y

torzstényezGs felbontasaban minden torzstényez$ paros szamszor fordul eld,

tehat y négyzetszam. Ekkor: x*=y°=1°, v € Z, v>2. Mivel x=0’<10°< 5>,

igy 2<v<4.

> 1, azaz

IV
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Ha v =2, akkor x =23, y=22%

Ha v = 3, akkor y csak egy]egyu ez nem felel meg.

Ha v =4, akkor x=4°, y = 47,

Tehat a trivialis megoldassal egylitt 0sszesen harom megoldas van.

1484. Legyen a készitett szendvicsek szdma: sajtosbol x db, szalamisbdl y db.
Készleteink miatt: Sx + Sy < 200, (kenyér),

5
X+ gyS 50, (vaj)

2x < 60, (sajt)
y < 20, (szalami)

X, YEZ
x+y < 40;
Rendezve az egyenlGtlenségeket: 3x + 5y < 150 egyenletrendszerhez jutunk.
0=<x=<30;
0=<y=20.

A minden feltételt kielégit (x; y) pontok a koordinata-rendszerben az alabbi

egyenesekkel hatarolt teriileten 1évd pontok:

3
y=40—x; y=—Zx+30; x=0; x=30; y=0; y=20.

Mivel a maximalis darabszdm 40, keressiik a egyenesek altal meghatarozott
hatszog y = 40 — x egyenesének kozos racspontjait. Ennek alapjan 6 megoldast
kapunk:

Sajtosbol (x) 30db 29db 28db  27db  26db  25db
Szalamisbol (y) 10 db 11 db 12 db 13 db 14 db 15 db.
Az elkészités ideje: T =x +y perc. A T értékeihez tartozo egyenesek parhuza-
mosak az x+ 2y =30 egyenessel. Ezért T minimuma ha x=30 és y= 10,

ekkor T, ;,= 50 perc.

1485. Az x>+ y*> 1 egyenl6tlenséget a (0; 0) pont kivételével a sik minden
egész koordinataju pontja kielégiti. Az x*+y*— 6x <0 egyenlStlenséget az
(c—3)*+y*< 9 egyenletii kor belsd, egész koordinataju pontjai elégiti ki. Ez
29 db pont.

Mindkét egyenl6tlenséget 28 db pont koordinatédi elégitik ki: (1; 0), (2; 0),
(3;0), (4,0), (5 0), (6;0), (1, 1), (2, 1), 3, 1), (4, 1), (5, 1), (15 2), (2; 2), (3; 2),
(4;2), (5, 2), (1; =1), (25 =), (3; -1), (4 1), (55 =), (L5 1), (15 -2), (1; =3),
(1;-4), (1; -5), (3:3), (-3: -3).
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1486. x*+y’<5x, (x—2,5)*+y*=2,5% egyenl6tlenséget a K(2,5; 0) kozép-
pontd r=2,5 egység sugaru korvonal és a kor belsd pontjainak koordinatai
elégitik ki.
Az y<x—2 egyenlGtlenséget az y=x— 2 egyenletli egyenes és az egyenes
alatti pontok koordinatéi elégitik ki.
A megoldast a két sikrész kozos részében 1év pontok koordindtai és a hatér-
vonal pontjainak koordinatdi adjdk. Ezek elégitik ki a két egyenlGtlenséget
egyszerre.

1487. Egyenletiink (2b — 3c) x = ¢ — b alakban irhat6. Az x csak akkor pozi-
tiv, ha 2b — 3¢ és ¢ — b azonos elGjeltek. Ez kétféleképpen lehetséges:

. ¢—b>0¢s2b—3c>0,vagy

II. ¢—b<0¢és2b—3c<0.

3
Az els§ eset ellentmondasra vezet: ¢ > 56 mivel ¢ pozitiv szam.

A masodik eset akkor €s csak akkor teljesiilhet, ha ¢ <b < 5 ¢

Ez csak harom esetben fordulhat el a megadott alaphalmazon:
c=3;b=4; x=1, vagy

1
c=4;b=5;x=5, vagy

_S.b_6. _1
c=5b= ,x—3.

1488. Jeloljiik az x; — 100 kilonbséget y,-vel. (1 <i<n+1)
Az y,,..y, . szamokra: (1) y,.,=;

(2) 100y, 101y,

3) yy+ty,+...+y,=20 teljesil
Ha az y,-k kozott volna negativ, akkor az annal nagyobb indextiek (2) miatt
mind negativak volndnak és (1) miatt y, is negativ volna. Ebbsl (2) miatt
kovetkezne, hogy mind negativak, ez viszont ellentmond (3)-nak. Tehat az y;-k
nem negativak, igy (2) miatt: y,=y,,,. (i=1,2,...,n).
Tehét az (y;—y,) + (y,—y3) + ... +(¥,— Y+ 1) Osszegeknek minden tagja nem
negativ. Azonban (1) miatt ez az dsszeg 0-val egyenld, igy minden tagja 0. Tehat
az Osszes y; 0-val, és az Osszes x; 100-zal egyenld.
1489. Tegyiik fel, hogy az egyenl6tlenségeink igazak. Rendezve:
(1) a<c+d-b;
(2) a(c+d—b)<cd—bc—bd,
(3) a(cd—bc—bd)<—bcd. ;
A feltétel szerint minden szam pozitiv, igy (1) miatt ¢ +d — b > 0. Igy (2) bal
oldala pozitiv, tehat cd —bc —bd >0. Tehat (3) bal oldala pozitiv, vagyis
—bed > 0 kovetkezne. Ez ellentmond a kezdeti feltételiinknek, tehat nem lehet
minden egyenlGtlenség egyidejileg igaz.

IV





